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Пояснительная записка
[bookmark: _GoBack]В курсе математики важное место отводится теме «Решение показательных уравнений и неравенств и их систем». 
Данное методическое пособие предназначено:  подготовить студентов для успешной сдачи экзаменов; расширить знания студентов о методах и приемах решения показательных уравнений и неравенств; систематизировать теоретические знания; сформировать практические навыки и умения учащихся по решению уравнений и неравенств; развить логическое мышление, повысить математическую культуру, расположить к самостоятельному поиску решений.
Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: изучить требования ФГОС по теме «Показательные уравнения и неравенства, проанализировать материал по теме в учебниках «Алгебра и начала анализа», систематизировать методы решения показательных уравнений и неравенств.
При решении показательных уравнений и неравенств часто возникают трудности, связанные со следующими особенностями:
-незнание чёткого алгоритма решения показательных уравнений, неравенств и их систем;
-при решении показательных уравнений и неравенств  учащихся  производят преобразование, которые не равносильны исходным уравнениям и неравенствам;
-при решении показательных уравнений и неравенства введением новой переменной забывают возвращаться к обратной замене.
Преподавателю необходимо с учащимися повторить основные методы решения показательных уравнений и неравенств, и вспомнить пробелы в их знаниях, если таковые имеются. Повторение должно носить систематизирующий и углубляющий характер.
В данном методическом пособие весь материал по теме «Показательные уравнения и неравенства» сгруппирован по методам решения,  приведены алгоритмы решения уравнений и неравенств. Предложены задания для самостоятельного изучения и закрепления новых знаний и умений. Особое внимание уделяется и грамотному оформлению решений экзаменационных задач. В своей экзаменационной работе учащийся должен показать и четкое владение методами решения показательных уравнений и неравенств, и знание им теоретического материала, и, умения применять свои знания в нестандартной ситуации.
Практическая значимость методического пособия заключается в том, что разработанные методические рекомендации по изучению показательных уравнений и неравенств могут быть использованы студентами «РАТ имени С.А.Живаго».

Методы решения показательных уравнений.
1. Показательные  уравнения.
Показательным уравнением называется уравнение, содержащее  переменную в показатели степени.
Например: 6x-6x-1=1, =81.
Простейшим показательным уравнением называется уравнение вида: аf(x)=b ( где а0, а1, в0).Область определения функции у=множество действительных чисел. Область значений функции у=- множество  положительных чисел. Поэтому в случае в<0 или в=0  уравнение не имеет решений. Если  в>0, то уравнение аf(x) =в (а0,а1) имеет единственный корень.
Полезно помнить об основных формулах и действиях со степенями.
a>b, b>0, a, b – действительные числа,
x, y – рациональные числа.
a0=1, 1X=1
= ,k
a-n=
axay = ax+y
 = ax-y
(ax)y= axy
axbx = (ab)x
= ()x

1.1 Метод уравнивания оснований.
Алгоритм решения уравнения:
- представить обе части показательного уравнения в виде степени с одинаковыми основаниями;
- на основании теоремы, если аf(x)=ag(x) ( где  а>0, а1), равносильно уравнению вида f(x)=g(x), приравниваем показатели степеней;
- решаем полученное уравнение, согласно его виду (линейное, квадратное и т.д.)
- записываем ответ.
Пример 1.
Решить уравнение: 3x=27.
Решение: представим 27 как 33. Наше показательное уравнение имеет одинаковое основание 3. 3x=33. Данное уравнение равносильно уравнению x=3. Ответ: x=3.
Пример 2.
Решить уравнение:
 (0,2) x-0,5(0,2)0,5=(0,2)-1((0,2)2 )х-1
Решение.
Применим свойство axay = ax+y.
Упростим показательное уравнение 
(0,2) х=(0,2)2х-3.
Так как в показательном уравнении основания одинаковы, следует, что оно равносильно уравнению:
х = 2х –3.  Решаем это линейное уравнение и  получаем: х=3.      Ответ: х=3.

Пример №3.   
Решить уравнение: 34x-7=1
Указание:  а0=1, поэтому можно заменить 1=30, 
34х-7=,  4х-7=0,  4х=7,  х==1.
Ответ:  х=1.

Пример 4.
Решить уравнение:  ()2х-3=72-3х
Указание: а-n=( )n  ;  72-3х=()3х-2 ;
()2х-3=()3х-2 
Основания равны, равны и показатели:2х-3=3х-2
                    2х-3х=3-2
                     х= - 1;
Ответ:  х= - 1.
Пример5.
Решить уравнение: =
Обе части исходного уравнения можно разделить на . 0,2=. у=0 на своей области определения. Тогда уравнение примет вид:=1. =.  х = 0.  
Ответ: х=0.
Пример 6.
Решить уравнение:  4х2+ 3х  =
 Правую часть уравнения представим в виде степени числа 4 и получим  4х2+3х=4-2,  так как равны степени числа 4,то равны и показатели степени, имеем квадратное уравнение х2+3х+2=0. 
Д= Д= =1.Корни данного уравнения  х= ;  х1=-1 и х2=-2 являются  решением данного уравнения. 
Ответ: х=-1; х=-2.
Пример 7.
Решить уравнение:- 6  =
- 6  =3 
= 6  + 3 
= 9 
=  
=  
  2-х=2х+2
   3х = 0
   х = 0
Ответ: х=0.
Пример 8.
Решить уравнение:  =  7.
Решением уравнения есть логарифм числа 7 по основанию 2.       х= 
Ответ: х=
Пример 9.
Решить уравнение: 8х  -8.
Решение: свойство показательной функции ах , значит данное неравенство не имеет решений.
Ответ: корней нет.
Пример 10.
Решить неравенство: 10х 
Решение: 10х, а значит 10х всех х из области определения,т.е. хОтвет: х.
1.1. Примеры для самостоятельного решения.
1. 43-2х=42-х                          17.   6х=216
2. 25х+1=42х                           18.  ()-5+х =125
3. 8х  =  4х-1                            19.   9  3х =1
4. 53   =25х+0.5                         20.  23х =24
5. =49                 21. 5х = 7х
6. 3         22. 2х+1=200
7. 225= 1                    23. ( )х-6 = 16х
8.  ( )х-3 =                         24. ()х+5 = 8х
9. = ()х                           25. =225
10.  ()2х = ()-3.                      26. 5х2-3х =
11.   = 7                               27.  7х = 14
12.(  =                           28. (  )х +3= 
13.   =23х           29. ()х  =
14.  (= (                 30. 1000(0,1)2х =100х
15.  0,32х-8=0,0275х-1                  31. 45х+2 =168х-13
16.  - 3х =                             32.  10х2 - 5х =.
1.2. Метод введения новой переменной.
Алгоритм  введения новой переменной:
- определить возможность переписать данное уравнение в новом виде, позволяющее ввести новую переменную;
- вводим новую переменную;
- решаем уравнение относительно новой переменной;
- решаем простейшие показательное уравнение, учитывая t 0.
 - записываем ответ.

Пример 1.
Решить  уравнение:
9х  -  53х + 4  = 0.
Решение. Упростим показательное уравнение:
(3х)2-53х+4=0
Применим метод введения новой переменной, 
пусть 3х=t, t0.
Данное уравнение можно записать в виде
t2 - 5t+ 4=0.  Решаем это квадратное уравнение, получаем  t1=4, t2=1.
а)3х=4      х=  ;     б) =1       ==0.               Ответ: х= , x=0.
Пример 2.
Решить уравнение- 8=.
Решение. Зная свойства степеней можно записать:
 =, = = .
Запишем данные уравнение  в виде
3- 8 =   и введём новую переменную     t= , t > 0
Получаем уравнение 3t – 8 =   , умножим обе части равенства на t.Получаем квадратно уравнение 3- 8t – 3=0. Д=100.
Корни этого уравнения :
 = 3;  = - - ( не подходит, т.к. t > 0 ).
Получаем простейшее показательное уравнение 
= ;   x = 1.      
 Ответ: x =1.
Пример3.
Решить уравнение:+1 +-1=270.
Решение. Представим данное уравнение в виде+  =270.
Обозначим , тогда  3t+t =270, t =270, t=81.  Поэтому , =4, =- 2, =2. 
Ответ:=- 2, =2.
1.2.Примеры для самостоятельного решения.
1. +-24=0
2. -4-45=0
3. - 3=  40
4. - 50=896
5. - 6-7= 0
6. - 8- 9= 0
7. +4- 5=0
8. -9+ 8 = 0
-  4- 12=0
-- 56 = 0
  - 8  =20
. 1 =  +8 
               13. 132х -9  13х +14 =0
                 14. -3 +4  3х+1 = 9х+1
                          15. 25х +10 5х-1 -3 =0
                 16. 9х+1 + 3х+2 =18
                 17. 32х +5 = 3х+2  +2
                 18. 32 - х = 3х  - 8.
1.3. Метод вынесения за скобки общего множителя.
Пример 1.
Решить уравнение:
+=108
Решение.
Так как  равносильно 3, запишем как
+3 =108
  за скобку
 (1+3)=108                 
 4= 108 ;  ==27.  
27  представим как , тогда получим
=; х=3.
Ответ: x=3.
Пример 2.
Решить уравнение:
- 3-10= 4.
Решение. 
Так как все слагаемые в левой части уравнения имеют  вид  (где a – некоторое число), то вынесем общий множитель за скобки.
Получаем: (-35-10)=4 или 100=4
Разделим обе части уравнения на число 100
Имеем: = или = . Так как равны степени число 5, то равны и показатели степеней, тогда находим единственный  корень  данного уравнения :  x= -2 .     Ответ: х= -2.
Пример 3
Решить уравнение:
++=28.
Решение:
=2; ==;  тогда 2х=t . Получим уравнение  2t++t=28;  3,5t =28; 7t=56;  t=8 .  =8. =.  х=3 .      Ответ: x=3. 
1.3.Примеры для самостоятельного решения
1 . +  =10
2. - 3 =
3.+4=539
4.+3- 5+6=0
5.
6. 
7. =21
8. 
                9. 
10. 
11. 
12. 
13.  3х 2х-1 – 3х-1  =36
14.  7х-1 – 7х-2 = 12
                15.  23х+1 - 63х-1 -3х= 9
                16.  52х-1  -52х-3 =4,8.
                17.   32х-1  -32х + 32х+3 =237.
                18.   8  ()х+1  - 7х-1  =1.
1.4.Метод группировки (повышенной  сложности).
Способ группировки заключается в том, чтобы собрать степени с разными основаниями в разных частях уравнения, а затем разделить обе части уравнения на одну из степеней.
Пример 1. 
Решить  уравнение:
Решение: Пусть 
  27a+a=7b+5b; 28a=12b. = ;  = ; 
=   (= х=1. Ответ: х=1.
Пример 2.
Решить уравнение:  -  =  +.
Решение:    
Вынесем в левой части равенства в правой части равенства



/:
     =  ()1 =()х ; х=1.     Ответ: x=1.

1.4.  Примеры для самостоятельного решения.
1. +=+
2. -=-
3. -49+3=147
4. +2=+
5. 34х – 24х-1 – 34х +1 – 24х =0
6. х+2 +6х+1 =2х+3 + 3  2х+1
7. 4х+2 – 10 3х =2 3х+2 – 11 22х
8. 4х-1 – 3х- 1,5 = 3х - 0,5 – 22х-3.
1.5. Функционально-графический метод.
Алгоритм:  левую и правую части уравнения представить        в виде функций;
построить графики обеих функций в одной системе координат;
найти точки пересечения графиков, если они есть;
указать абсциссы точек пересечения, это корни уравнения.
Пример 1.= 6-х.
Решение: функция у=, стоящая в левой части равенства является возрастающей. Функция у=6- х является убывающей. Это означает, что  графики этих функций пересекаются не более чем в одной точке.
[image: ]Построим в одной системе координат графики функций: у = и у =6 – х. Составим таблицу:
	х
	0
	6

	у
	6
	0




	х
	0
	1
	-1

	у
	1
	5
	0,2





Построив графики этих функций, найдем абсциссу точки пересечения графиков, она и будет корнем уравнения х=1. Ответ: х = 1.
Пример 2. 
Решить графически уравнение:  = х -.
Решение: функция у= – убывающая, функция у= х - –возрастающая, Это означает, что  графики этих функций пересекаются не более чем в одной точке.
Построим в одной системе координат графики функций: у=, у= х-.  Найдем точку пересечения графиков.
[image: ]Составим таблицу:
	х
	0
	1

	у
	1
	



	х
	0
	1

	у
	-
	



Из рисунка видно, что графики функций пересекаются в точке с абсциссой х1.Проверка показывает, что х=1 – корень уравнения.
Ответ: х=1.
1.5. Примеры для самостоятельного решения. Решить графически уравнения:
1.  = 2х + 1           3.  = 5- х         5. 2х = х2
1. х- 1 =  - х           4.  =3 х+2     6. 3х = х3.

Методы решения показательных неравенств.
2. Показательные неравенства.
Неравенства, содержащие  переменную  в показателе степени, называются показательными. 
При решении простейших показательных неравенств > b используется монотонность показательной функции : при 0< a <1 функция убывающая ,  при  a >1 возрастающая . При решении показательных неравенств:
1) их сводят к простейшим неравенствам вида
   ,
            , используя те же приемы, что и при решении показательных уравнений;
2) учитывают, что при переходе от неравенства степеней с одинаковыми основаниями к неравенству показателей;
при  a>1    неравенство    >   равносильно      неравенству  f(x)>g(x),знак неравенства сохраняется;
при  0<a<1 неравенство > равносильно неравенству f(x)>g(x), знак неравенства меняется  на противоположный.

2.1  Неравенства вида.
Пример 1.
Решить  неравенство:    2х.
Решение: поскольку =, то < , т.к. а= 2>1  функция y=-  возрастает,   х< -3.                           
Ответ: х   (-  ; -3).                                  х     
                                                         -3       
Пример 2.
Решить неравенство   0,16
Решение:
0,16 = , то данное неравенство равносильно неравенству    , так как  a= 0.4 <1 , функция у =- убывает,  знак  неравенства меняется  на  противоположный:  2x+1 2 .
Решаем относительно х:  2x  1 ; x       
  ////////////////////                                 х     
    х (-  ] .     Ответ: х (-  ].
   Пример 3. 
Решить неравенство: >
Решение: > x+2 ,так как a=2>1, функция y= возрастает, знак неравенства сохраняется. 
 -x-2>0.  Решим методом интервалов:
 -x -2 =0 ; Д=9. Корни уравнения: = -1; =2.
  +   1           -            2    +         х
                     U (2;+  ).
 U (2; +  ).
Пример 4.
Решить неравенство: .
Решение:  Представим это неравенство в следующем   виде:    .              
Так как 5 то функция y= возрастает, знак неравенства сохраняется.                            
х-1; ,                                 1                 х          
 х).       Ответ: ().
  2.1  Примеры для самостоятельного решения. Решить неравенство:
1)              
2)               
3) 
4) 0,027
5)                                                                            
6) 
7)   
8) 
9) 5х2-2х-1   <  25
10) х2-91 
    
   
-2х 1
х  5х   0,01
      15))х-1 
       16)  363х +1
       17)  (0,09)5х-1
       18)  0,25 ()10-х  4.
2.2. Решение показательных неравенств методом замены переменной.
Пример 1. 
Решить  неравенство:  + 27  12.
Решение.
Пусть   =t.  Тогда  -  12t +27  0
Решим уравнение: -  12t + 27 0
Д=36     =3 ,  =9 ;   3 <  t< 9;   <<; 1<x<2.                
Ответ:   x  (1;2)                                                      х
                                                    1                     2
Пример 2.                                   
Решить неравенство:       ++448
Решение:
Пусть    = t. Тогда =2t ,  =4t.
4t + 2t + t 448       7t448       t64
,     64=

Функция у=возрастающая(
36
5                                            4.5                    х 
).
Пример 3. : +-2>0.
Решение.  =t, t>0        + t- 2>0

          + t- 2 =0
2; 1<t<-2
 т. к t= нет решений.    >1;   >  
  Ответ: (0;+).
2.2. Примеры для самостоятельного решения.   Решить неравенство:
1. (0,+ 2 < 3  (0,
2. <  +  6
3. +> 20
4. -7 -18 < 0
5. -5
6. - 5+ 40
7. -- 24 <0
8. --5
9.  -7  - 18
        10.  100х - 1110х +10 0
      11.  49х -8 7х +7 0
       12.  39х – 10  3х +3 .
           13. 22х-1  + 22х-2 + 22х-3
            14.)х + ()х-1
            15. 9х  - 3х - 6
            16. 4х – 2х 
3. Система, содержащая одно или два показательных  уравнений.
При решении систем показательных уравнений содержащих показательные функции, чаще всего используют традиционные методы решения систем уравнений: метод подстановки и метод замены переменной.
Решить систему уравнений  – значит найти все его решения  или доказать, что решений  нет.
Пример 1.  Решить систему уравнений: 
Решение: используем метод подстановки. Из первого уравнения y=1-x подставим это выражение во второе уравнение:
4x    +   41-x    =   5
4x   +=  5
Замена: 4x=t,    t>0 
Получим уравнение:  
t += 5   или 
t2 - 5t + 4 = 0
D=9
t1=1; t2=4
Обратная замена:
4x=1;     4x=4;      x=0       y=1-x-;      y=1-0=1;      y=1
4x=4      x=1 ;    y=1-x=1-1=0;     y=0.
Ответ:   (0;1),   (1;0)
Пример 2.  Решить систему уравнений.           
                
              
+   
Ответ :  (0.5;4).
Пример 3. 
Решение. Из второго уравнения найдем , 2х-у =3, у=2х – 3. Подставим это соотношение в первое уравнение и получим  или  +)2 =15.  Введем новую переменную  t= . Имеем квадратное уравнение t  +  =15 или 2 +27t - 405 =0, корни   которого
 = 9 ;  = -22,5 (не подходит, так как t > 0). Возвращаясь к старым неизвестным, получаем уравнение =9, х= 2  и у = 1. Ответ: (2 ; 1 ).
Пример 4. Решить систему уравнений.    

Разделим первое равенство на второе, получим
равносильную систему

     
Ответ: (2 ; 1 ).
3. Примеры для самостоятельного решения. Решить систему уравнений:
1.      2.  

=        5.  =200  6. 5х   2у-3 =25
        у - х =2              х + у=1             у – х  = 1.


        27х = 9у       8.   х- у=8        9.    16х =64у
7.      81х= 3у+1                  2х-3у =16            27х+1=81у-1.
4. Система неравенств. 
Несколько неравенств с одной переменной образуют систему неравенств.
Значение переменной, при которой каждое неравенство системы обращается в верное числовое неравенство, называется система неравенств. 
Пример 1.  Решите систему неравенств:

Решение. Представьте 49 в виде степени с основанием 7 в первом неравенстве :

Т.к. y=7t, (7>1) возрастающая функция, знак неравенства сохраняется:
         
Изобразим оба решения на числовой прямой
           0.5                         3.5                    x
Ответ:  х() .
Пример 2.  Решите систему неравенств:

Решение:.Функция у=0,4у убывающая (0,4Функция у=0.1t убывающая (0,1 знак неравенства меняется. Система перепишется в виде

Ответ: х (-1; 1).

Примеры для самостоятельного решения.
Решить систему неравенств.
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